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Resumen

En este trabajo se presentan algoritmos paralelos para el problema de ordenacién, basados en
algoritmos secuenciales adaptativos. Algunos de los algoritmos fueron implementados sobre
una red de transputadores y se compara su rendimiento con otros algoritmos de ordenacién

secuencial.
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1 Introduccién

Se dice que un algoritmo de ordenamiento es adaptativo si ordena una secuencia en tiempo
proporcional a la longitud y el desorden de la misma; es decir, si la entrada estd relativa-
mente ordenada el algoritmo debe ser considerablemente mas rdpido que cuando no lo est4,
llegando en el peor caso a orden O(nlogn) para una secuencia de longitud n. Este tipo
de algoritmo es de interés intrinseco ya que la identificacién de casos “ficiles” llevaria a
algoritmos muy eficientes.

Para medir el desorden de una secuencia dada se han propuesto numerosas métricas que
definen el preordenamiento de una secuencia [Man85, Ski88], entre ellas el nimero de pares
de elementos en orden incorrecto o inversiones (Inv), el nimero de subsecuencias contiguas
ascendentes o corridas (Runs), el minimo ndmero de eliminaciones de elementos para dejar
una subsecuencia ordenada (Rem), la méxima distancia de un elemento a su posicién correc-

ta en el ordenamiento (Maz), el minimo ndmero de intercambios para ordenar la secuencia
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(Ezc), el minimo nimero de listas anidadas (Enc) y el minimo nimero de subsecuencias
monétonas (ascendentes o descendentes) requeridas para cubrir la secuencia (SMS).

En base a la definicién formal de una métrica, en [Man85| se presenta el concepto de
optimalidad de un algoritmo de ordenamiento con respecto a una métrica de preordenamien-
to (por ejemplo, ordenamiento por insercién local es 6ptimo con respecto a Inv, Runsy Rem).
Por otra parte se ha demostrado que algunas métricas son algoritmicamente m4s finas, en
el siguiente sentido: si M) es més fina que M,, entonces todos los algoritmos optimales con
respecto a M lo son con respecto a M, (por ejemplo, un algoritmo optimal con respecto
a SMS es optimal con respecto a Runsy Maz y puede ser ficilmente modificado para ser
optimal con respecto a Rem y Ezc), por lo cual es m4s interesante eﬁcontrar algoritmos
optimales con respecto a métricas muy finas.

En la literatura puede encontrarse varios algoritmos secuenciales adaptativos para or-
denamiento. El objetivo de este >trabajo consiste en presentar versiones paralelas de algunos
de ellos, en particular: Melsort [Ski88|, Slabsort [LP90] y Randomized Slabsort [ECW91).
Consideraremos ademds que el orden en el cual deben quedar los elementos de la secuencia

es no—decreciente.

2 Particién de S

Los algoritmos paralelos que siguen requieren la solucién paralela del siguiente problema:
dada una secuencia cualquiera S de tamaiio n distribuida uniformente entre p procesadores
(S =5152...5,y|Si| =n/p) y dados p — 1 pivotes t,ta,...,tp-1, tales que t; <t < ... <
tp—1 Tedistribuir la secuencia S en subsecuenciés 81,83, .., 5y, asignadas a los p procesado-
res, de manera que todos los elementos resultantes en el procesador i, si;, j = 1,...,|S]|,
sean tales que s; < t1, 41 <8 <t si2<i<p-1 y't -1 < 8, (es decir, los elementos
estan particionados segin los pivotes y todos los elementos de una subsecuencia son menores
o iguales a los de la siguiente). Observe que algunas de estas subsecuencias pueden ser vacfas.

En primer:‘lugar los procesadores deben determinar donde deben quedar distribuidos
sus elementos. Para ello se requiere una difusién (broadcast) de los pivotes, y luego una bis-

queda del procesador correcto para cada elemento, lo cual puede hacer independientemente
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cada procesador en O(|S;|logp) = O(n/plogp) comparaciones usando bisqueda binaria so-
bre los pivotes. Por iltimo es necesario un intercambio total (total ezchange) entre los
procesadores para redistribuir los elementos nuevos, el cual requiere p(p — 1) comunicaciones
unidireccionales y 2(p — 1) pasos de comunicaci6én éobre una topologia de conexién completa
(ya que sélo se pueden hacer p/2 comunicaciones sincronas en paralelo). Si denotamos con
local_distribution(S;) a la particién de la secuencia S; en un procesador y con send(z,y) al
envio de los elementos del procesador z que deben ir al y, entonces la particién partz‘tion(S b1,

, tp—1) se obtiene con:

broadcast(t1, e tp-1)

for i =1 to p do in parallel
local_distribution(S;)

endfor

forj=1top—1dp
for i:=1 to p do in parallel
©if(i/j) mod 2 = 0 then send(ii +j)
endfor
for i = 1 to p do in parallel

if (i/) mod 2 = 1 then send(i,i +j)

endfor

endfor

Si el nimero de pivotes es mayor o igual al p, el algoritmo puede ser modificado f4cil-
mente asignando uniformemente los pivotes a los procesadores.

Una caracteristica del algoritmo es su falta de estabilidad (la posicién relativa de los
elementos en S} no es necesariamente la misma que en S), debido a que el orden final de
los elementos en S; ser4 el orden de recepcién de los mismos durante el intercambio total (si

exigimos que sea estable es necesario serializar gran parte de la comunicacién).
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3 Mélsort

Denotaremos como melsort(S,n) al algoritrﬁo secuencial Melsort sobre una secuencia S de
n elementos y como melpar(S,n,p) a la versién paralela propuesta en este trabajo sobre una
secuencia S de n elementos usando p procesadores.

Una secuencia de listas anidadas es un conjunto ordenado de listas ordenadas [y, ...,l,
tales que l;;; esta anidada en [;, es decir, el primer elemento de /; es menor que el primero
de l;4, y el dltimo elemento de /; es mayor que el dltimo de /;;;, paratodoi =1,...,m —1.

Melsort construye un secuencia de listas anidadas y luego procede a su mezcla (merge).
Durante la construccién de las listas, suponiendo que se han insertado los primeros j — 1
elementos, el elemento j-ésimo es agregado buscando la lista mds vieja en la cual pueda ser
agregado al principio o al final, preservando el ordenamiento de la lista (para ello se utiliza
bisqueda binaria sobre los: extremos de las listas); si no puede ser anexado en ninguna de las
listas, se crea una nueva lista que lo c‘ontenga. El orden del algoritmo es O(nlogm), donde
m es la métrica Enc aplicada a la secuencia S; este orden esta acotado por O(nlog n) yes
adaptativo. Sin embargo la optimalidad del algoritmo con respecto a Enc es todavia una
pregunta abierta.

La primera versién paralela particiona la secuencia de entrada en p subsecuencias alea-

-torias Sy, .. .,.Sp, de igual tamaiio n/p y las distribuye entre los procesadores; cada procesador
aplica localmente melsort(S;,n/p). Al finalizar esta fase se aplica un algoritmo paralelo de

mezcla optimal [AS87].

for i =1 to p do in parallel
melsort(S;,n/p)
endfor

parallel_merge(S)

La segunda version particiona la secuencia de entrada S en p subsecuencias Sj, ..., S,
de tamafio variable, usando para ello p — 1 elementos aleatorios, a1, ..., a,-1, escogidos como

pivotes; sélo resta aplicar localmente Melsort.

partition(S,a1,...,ap-1)
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for i = 1 to p do in parallel
melsort(Si,n/p)

endfor

4 Slabsort

Slabsort particiona establemente la secuencia original S en 7 = [k?/s] subsecuencias Sy, ..., S,
de casi el mismo tamafio, donde k es una cota superior para SMS de S Para hacer esto
se usan los elementos (n/r + 1)-ésimo, (2n/r + 1)-ésimo, ..., ((r — 1)n/r + 1)-ésimo como
pivotes, lo cual se hace a su vez hallando média.nas repetidamente. Para cada intervalo se
aplicé. melsort(S;,|Si|) con una variante que trata de ordenar la secuencia usando a lo sumo
k listas anidadas; si no lo logra la variante retorna un valor que asi lo indica. La seleccién
d.e 7, asegura que al menos la mitad de estas llamadas son exitosas; en aquellas partes donde
Melsort no triunfa se aplica recursivamente Slabsort. Como inicialmente no se conoce k, el
algoritmo adivina exponencialmente su valor, es decir, iniciando con un valor de k = 2, si
en una llamada a Slabsort menos de la mitad de las llamadas a Melsort son exitosas, enton-
ces Slabsort es abortado, el valor de k duplicado y el algoritmo repetido. El costo de este
algoritmo es O(nlogk) comparaciones, lo cual es éptimo con respecto a SMS.

La versi6n paralela se divide en dos pasos: en primer lugar hallar las medianas y parti-
cionar en subsecuencias; en segundo lugar se procede secuencialmente a aplicar una versién
de melpar(S;,|Si|,p) con una cota de k para m en cada séccién resultante; en alquellos casos
donde no sea exitoso se aplica el procedimiento recursivamente. Para el primer paso se puede
usar uno de los algoritmos de seleccidn paralela o la adaptacién de uno de ellos para el caso
de la mediana [AS87, AkI89).

Alternativamente el 4ltimo paso puede ser paralelizar el ordenamiento de cada S; uti-
lizando melsort(S;,|S;|); dado que r # p, cada procesador debe ir seleccionando secuencial-
mente la subsecuencia a ordenar, por lo cual debe existir un administrador de la asignacién
(en el caso de ser dindmica) o ser prefijada cuando comienza el algoritmo (por ejemplo, de
S) a S,/p para el primer procesador, de S,/p4+1 a S2,/p Para el segundo, etc).

En cualquiera de los casos k es también adivinado exponencialmente.
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5 Randomized Slabsort

Randomized Slabsort es similar a Slabsort excepto que escoje los pivotes aleatoriamente,
particionando establemente en base a ellos. A pesar de que los intervalos son ahora de lon-
gitud variable, en el caso promedio el orden del a.lgoritmb sigue siendo O(nlogk), lo cual se
conjetura que es 6ptimo con respecto a SMS en el caso promedio.

La versién paralela, similar a la anterior, sélo requiere la particion en subsecuencias
para el primer paso. Si suponemos que los datos estdn inicialmente distribuidos en-tre to-
dos los procesadores, cada uno de ellos escoje independientemente r/p pivotes aleat;)rios,

procediendo luego a la particién.

6 Resultados

El algoritmo paralelo melpar fue implantado somo una plataforma de tres transputadores
T800 conectados en pipeline, cada uno con un megabyte de memoria. La versién implanfa,da.
corresp‘On\de. ala ségunda., donde se aplica el algoritmo de particién sefialado usando, en este
caso, el nimero de procesadores menos un pivotes.

Se escogieron varios conjuntos de datos para probar los algoritmos para mostrar las
bondades y desventajas del algoritmo: aleatorios, ordenados, invertidos, etc. Por razones de
espacio sélo incluimos aqui los resultados obtenidos en el caso aleatorio y en el caso donde la
secuencia estd semiordenada, constando de tres corridas decrecientes de igual longitud, los
cuales se muestran en la figura 1.

En ellas se muestran los tiempos de ejecucién de quicksort y melsort en un tranpu-
tador y de melpar en tres transputadores, dando el tiempo de ejecucién en pulsos de re-
loj;'b’ los cuales son aproximadamente 15000 por segundo. Los algoritmos fueron probados
con datos relativamente pequefios debido a las limitaciones de memoria para los algoritmos
secuenciales, partiendo con 30000 mil elementos y continuando con incremento iguales hasta
210000. |

Como se desprende de los resultados, la eficiencia del algortimo no fue la esperada.

Sin embargo todavia falta depurar la implementacién y una de las razones por las cuales
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los resultados no son buenos es la-topologia de interconexién, la cual convierte a uno de

los transputadores en un cuello de botella. La poca diferencia entre el algoritmo paralelo y

el secuencial melsort puede deberse a la depuracién que fue objeto el secuencial, logrando

disminuir en 20% el tiempo de ejecucién del mismo, mientras que con el paralelo sélo se tiene

una versién preliminar.

Otro resultado interesante fue la necesidad de seleccionar los pivotes de manera de mi-

nimizar la comunicacién, por lo cual se requiere de la implantacién de un algoritmo paralelo

para busqueda de medianas.
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